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第七章 系統的能量(Energy of a 

System) 

 

在前面運動學與動力學的章節中，我們學習從牛頓第二運動定律找出合力

與運動之間的力等式關係，然後利用解微分方程式來找出運動行為。這樣的解

題方式除了遇到數學上要解微分方程式的難題外，更遇到向量的微積分問題，

那還有沒有其它較簡單可加速解決問題的方法呢？這一章要引入一個純量-能

量-的觀念，有了能量的觀念，有時不需經過複雜求解的計算過程，也能很迅

速找到物體運動過程中的一些物理量。這一章先介紹能量的三種表現形式-功、

動能與位能，下一章再利用能量的觀念來解決物理問題。 

本章先認識系統與環境的定義，了解環境提供系統的外力後，學習計算環

境外力傳遞給系統的媒介-功。定義出外力作功後，藉由功轉動能理論，來引

入系統接受媒介-功-轉換成系統本身的動能。接著學習以額外施力方式來抵消

外力，把外力作功儲存回環境中，讓同學有環境中存在著位能的概念。但在此

同時會遇到一個問題：並非所有的環境外力都可用環境位能表示，可以用環境

位能表示的外力稱為保守力；是否為保守力，須由外力與位移作向量內積後再

線積分運算，不同路徑下線積分得到相同功值即為保守力。在處理環境外力與

環境位能的運算與反算時，從位能反算回環境外力須使用新的數學工具-〝梯

度〞(gradient)運算，而梯度運算屬數學向量分析的範圍。 

 

7.1 系統與環境 

 

 

圖 7 - 1 系統與環境的示意圖。 

 
 

(a) (b) 
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前面章節中曾提到〝系統〞這個名詞，那系統是甚麼？系統是我們要探討

的對象，可以只是一個物體，也可以是一整個空間區域，在此區域中包含許多

我們要探討的物體。譬如討論一個物體在地球上受重力而運動，把此單一物體

視為系統，如圖 7 - 1(a)所示，在黑色框架內橘色物體為系統，框架外其它物

體與區域都被視為環境。在框架內只有吸引物體的重力，找不到它所對應的反

作用力(不符合牛頓第三運動定律)，因地球正為此物體的環境，而認定此物體

受到環境施予外力，所以地球提供給此物體(系統)的〝外力〞即為重力。 

接著我們再擴大系統範圍包含物體與地球，如圖 7 - 1(b)所示，此時環境

指的是地球以外的太空或其它行星與恆星，屬於此系統的物體與地球間，相互

提供對方大小相等方向相反的萬有引力(重力)，此時物體與地球間吸引力視為

系統內力，符合牛頓第三運動定律。如不考慮其它恆星與行星的作用力，則圖 

7 - 1(b)的系統所受環境外力為零，此零外力的系統亦稱為慣性座標系統。 

系統在本章節是我們討論的核心問題，在此空間區域它可以是： 

1. 一個單一物體、質點 

2. 一群物體(質點或說是粒子) 

3. 一整個空間，空間中包含氣體、液體與物體等 

4. 尺寸與形狀可變化的物體 

初步了解系統與環境後，我們把地表上的座標系統做個整理。之前曾提過

地表上水平方向的座標是慣性座標，但考慮到地球自轉的因素後，發現不完全

是慣性座標，需要加入柯氏力(假想力)的修正項。不需用假想力來解釋加速度

運動行為的座標系統，稱為慣性座標系統。這裡所提到的假想力與外力不盡相

同，在座標系統中未施力卻有不為零的力時，要先檢視產生此不為零合力的機

制為何，才能判斷是假想力或外力造成。做法上應先擴大系統區域範圍，如是

座標轉換造成此力為假想力，且能找到此力來源與相對應的反作用力則稱為外

力。 

 

 

圖 7 - 2 一物體(質量 m2)下拉另一物體(質量 m1)作加速度運動，造成車子(質量 M)反向的加速度

運動。 

 

m1 

m2 M 
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例題 7-1：如圖 7 - 2 所示，一物體(質量
1m )在無摩擦力車頂上(車子質量M )，繫一繩子經由滑

輪與自由落下的另一物體(質量
2m )相接，車子靜止在無摩擦力的水平面上，試問當鉛直向下的

物體開始拉動車頂上物體的瞬間，物體與車子的加速度各為何？ 

此例題在示範如何選擇系統及分析系統內受力的情形。 

如觀察圖 7 - 2 黑色方框內的物體與受力，
2m 物體鉛直向下提供張力給

1m 物體 

鉛直方向的作用力可以經由滑輪與車子提供向上的力平衡， 

但水平方向無摩擦力，因此黑色框架內只有繩子的張力向右，而水平方向有不為零的外力。 

將黑色框架範圍擴大到包含車子，觀察到整個系統不受外力， 

則拉動
1m 物體的張力應該要經過滑輪提供給車子向左的推力，如此水平方向才能達到力平

衡。 

設
1m 與

2m 物體分別以加速度a 向右及鉛直向下，車子以加速度 A向左，繩子張力T  

在地面上觀察物體與車子的運動，並考慮相對運動問題， 

即是
1m 物體相對於車子運動，車子又相對於地面運動， 

則各物體間受力與加速度為 

amTgm 22 =− , ( )AamT −= 1
, MAT =  

計算後可得  
( )

( )MmmmMm

gmmM
a

2211

21

++

+
=  

與車子加速度  
( )MmmmMm

gmm
A

2211

21

++
=  

 

 

7.2 向量內積 

 

在計算外力作功，外力與位移都是向量、功是能量，必須要處理兩個向量

相乘變成純量的內積計算。 

 

 

圖 7 - 3 內積與投影量關係圖。 
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一個二維空間的向量 A

，可以用座標系統的分量表示為 jAiA yx

ˆˆ + ，內

積是先找出向量 A

在 x軸上投影量的大小 xA ，再從 xA 、

yA 分量與向量長度

A

所圍成的直角三角形的幾何關係，又可找到向量 A


在 x軸上投影量等於

cosA (如圖 7 - 3 所示， 為向量 A

與 x軸的夾角)，為了求得其它向量在 x

軸上的投影量，甚至進一步計算出向量 A

在其它向量上的投影量大小，我們

需先找到座標系統上單位向量之間的內積關係。 

因為單位向量的長度是 1，所以可找到單位向量各自投影在自身方向的值

應該是 1，亦即 

1ˆˆ = ii ， 1ˆˆ = jj ， 1ˆˆ = kk  

接下來，因為笛卡兒座標系統屬於直角座標系統，且單位向量與單位向量之間

兩兩相互垂直所以投影量為 0，表示為 

0ˆˆˆˆˆˆ === ikkjji  

有了這個簡單的關係後，我們可以用內積來計算向量 A

在 x軸上投影量的大

小，計算方式為 

( ) xyxyxx AjiAiiAijAiAiAA =+=+== ˆˆˆˆˆˆˆˆ


 

當然也可以計算向量 A

在 y 軸上的投影量。此外，我們可利用之前熟悉的任

意兩個向量( A

與 B


)內積的公式，推導如下 

( ) ( )

yyxx

yyxyyxxx

yxyx

BABA

jjBAijBAjiBAiiBA

jBiBjAiABA

+=

+++=

++=

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ


 

yyxx BABABA +=


   (7.2-1) 

更進一步，我們可以運用前面所提到的幾何關係，如 A

與B

的夾角為 (如圖 

7 - 3 所示)，則 A

在 B

的單位向量 BBB


/ˆ = 上的投影量為 cosA


，可以寫

下這樣的關係式 

cosA
B

B
A







=  

即是 cosBABA


=     (7.2-2) 

任意兩個向量內積的運算，其分量表示法為 7.2-1 式，而幾何表示法為 7.2-2

式。 

 

例題 7-2：試計算兩向量間內積與夾角。(a) jiA ˆ3ˆ2 −=


與 jiB ˆ4ˆ2 −−=


。(b) 
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kjiA ˆˆ3ˆ2 −+=


與 kjiB ˆ3ˆ2ˆ ++=


。 

(a) 

向量內積由分量計算  ( ) ( ) ( ) 84322 =−−+−= BA


 

夾角由幾何關係計算 

 

( ) ( ) ( ) 65

4

4232

8
cos

2222
=

−+−−+
=


=

BA

BA




  

亦可由計算機計算出夾角   
o60  

(b) 

向量內積由分量計算  ( ) 5312312 =−++= BA


 

夾角由幾何關係計算  

( ) 14

5

321132

5
cos

222222
=

++−++
=  

 

 

7.3 定力作功 

 

在一維的座標系統中，物體在未受力狀況下以等速度直線運動(符合牛頓

第一運動定律)，此時如受外力則會產生一加速度來改變物體速度，所以外力

作用所改變的狀態是物體的速度。如對物體施力方向與速度方向相同，我們發

現在外力作用一段時間後，物體由低速度狀態轉變為高速度狀態，代表在外力

作用下把某種〝媒介〞傳給了物體，我們稱這個媒介為能量，而這個過程稱為

外力對物體作功。 

 

 

圖 7 - 4 由斜坡來推測作功的計算。 

 

外力作功會改變物體的運動狀態-速度，那麼功這個＂能量＂該如何計算？

我們用斜坡(如圖 7 - 4 所示)來了解功。在實際經驗上，我們發現物體沿斜坡

L 

 

 

mg 
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運動與自由落體掉到桌面，這兩種方式到達桌面的速度大小相同(但方向不同)，

速度相同即表示運動狀態相同，也就是在最高點時都是零速度的狀態，並以相

同速率到達桌面；自由落體的運動軌跡是由重力mg 直接作用，而物體沿著斜

坡滑下是由重力在斜坡方向的分力 sinmg 作用。找到力之後，要如何計算

出作功的大小呢？而且沿斜坡與自由落下對物體的作功值需相同，因為掉到桌

面上時物體的速度大小相同。如果沿斜坡與自由落體的功一樣，那自由落下的

物體所受外力較大，應乘上一個較小值的物理量，這個值可能是時間或是位移。

如果功是外力乘上時間，則第 6.1章所提等速率圓周運動，在向心力不斷作用、

時間不斷增加下，而速度大小卻沒有變化便是不合理的情況。如果功是外力乘

上位移，則圖 7 - 4 中沿斜坡與自由落體的外力乘位移分別為 

Lmg sin 與 sinmgLmgH =  

恰好所作的功相同，即掉下桌面時的速度大小相同。此外，如果功是外力乘上

位移，在等速率圓周運動的例子，向心力在圓弧位移方向上的分力為 0，因此

所作功為 0，則可為不變的速率作合理解釋。 

功的符號定義為W ，外力 F 對物體作功，使物體沿著外力的方向位移一

段距離 S ，則功的計算為 

FSW =      (7.3-1) 

功的單位為焦耳(J)也等於牛頓公尺(Nm)。如果外力與位移間有一夾角 ，則

作功要以外力在位移上的分量 cosF 乘上位移的距離，因此功的計算為 

cosFSW =  

外力在位移方向的分量為 cosF ，就可以把作功改成向量的表示法 

SF
FS

SF
FSFSW




=


== cos   (7.3-2) 

這裡的位移向量 S

即為 r


 。 

 

例題 7-3：一物體在二維座標系統中受外力 jiF ˆ4ˆ3 +=


(牛頓)而產生位移 jir ˆ3ˆ2 +=


(公尺)，試問物體受外力作功多少焦耳？ 

從 7.3-2 式作功的向量內積計算方法 

( ) ( ) 18ˆ3ˆ2ˆ4ˆ3 =++== jijirFW


(焦耳) 

 

 

例題 7-4：如圖 7 - 5 所示，質量 10 公斤的物體，受一水平向下 30o角、20 牛頓的外力作用，考

慮物體與桌面間動摩擦係數 2.0=k ，試計算物體移動 10 公尺後，外力所作的功與摩擦力所

作的功各為多少？(重力加速度 8.9=g (公尺/秒 2)) 

外力作用水平向右的分量  ( ) 3.1730cos20 o = (N) 

外力作用鉛直向下的分量  ( ) 1030sin20 o = (N) 
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物體對桌面的正向力為重力加外力向下的分力 8.19108.910 =+=N (N) 

動摩擦力大小為   96.32.08.19 ==kN (N) 

摩擦力方向與運動方向相反，消耗掉功 6.391096.3 ==W (J) 

外力作功為    173103.17 ==W (J) 

物體接受外力的作功為  4.1336.39173 =−=W  

 

 

 

圖 7 - 5 物體受外力作功並抵消摩擦力所作的功。 

 

7.4 變力作功 

 

前一節討論定力下所作的功為外力與位移的內積，如果在不同位置上的外

力大小改變，又該如何計算作功大小？就像前面學習積分時一樣，對於變力作

用下的功，以每一小段距離 ,...,, 321 xxx  乘上物體在該位置的受力

,...,,
321 xxx FFF ，最後把所有作功加總起來，可表示為 

ix xFW
i
= , 

=

=
N

i

ix xFW
i

1

 

如果把每一小段的位移量再縮小，就可以積分的方式來計算功，表示為 

( )=

f

i

x

x

dxxFW       (7.4-1) 

如果是二維或三維空間上外力作功的問題，則要用向量線積分，但也只是把上

面的式子改為向量與內積的表示 

( ) =

f

i

r

r

rdrFW






     (7.4-2) 

接下來用幾個例子來示範變力作功的計算。 

 

m = 10 kg 

=30o 

F=20 (N) 
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圖 7 - 6 彈簧壓縮產生外力對物體作功。 

 

變力作功最常舉的例子就是彈簧施予物體的外力，即藉由彈簧施力對物體

作功產生運動。如圖 7 - 6 所示，假設彈簧的彈性係數為 k ，如彈簧為原來的

長度時，則物體在 0'=x 位置上，當物體位移到 xx −=' 位置時，彈簧被壓縮 x

長度，此時彈簧對物體施力為 ( ) kxxk =−− (反之如果彈簧伸長 x長度，則彈

簧對物體施力為 kxF = )。在一維的運動中，彈簧變力作功可由 7.4-1 式計算 

kxF −= , ( )
222

2

1

2

2

2 2

1

2

1

x
k

x
k

x
kdxkxW

x

x

x

x

+−=







−=−=   

這裡計算出外力對物體作功，如功大於零即表示物體增加〝功〞的能量。帶入

01 =x 與 xx −=2
，發現 2/2kxW −= ，功小於零即代表相反方向的作功，

也就是彈簧在被壓縮的過程中，因物體對彈簧作功反而損失能量。 

 

例題 7-5：如圖 7 - 7 所繪製的外力與位移關係圖，試從關係圖中找出此外力對物體作功大小。 

如 7.4-2 式所示，功的計算為外力對位移積分，我們從微積分知識中可知： 

如將外力隨位移變化的函數 ( )xF 與位移 x 繪成圖， 

所以積分表示計算該函數與 x 軸之間所圍的面積大小。 

如此可直接估計圖 7 - 7 藍色區域面積為作功大小 

5021010 ==W  (J) 

 

 

 

圖 7 - 7 外力與物體位移的函數圖形。 

 
-x 

F=-k(-x)=kx 

x=0, F=0 

x (m) 

y=F(x) (N) 

5 

10 

5 10 
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例題 7-6：一物體在變力 jixF ˆ4ˆ3 2 +=


(牛頓)作用下，從位置 jir ˆ3ˆ2 +=


(公尺)移動到

jir ˆˆ4 +=


(公尺)，試問外力對物體作功大小？ 

這個例題要示範 7.4-2 式向量內積的積分運算，同學只要用原本內積運算、配合對不同變數 

分別作積分的計算，即可得到作功大小。 

外力作功為    = rdFW


 

在二維的笛卡兒座標系統下，位移的微小變化量可用分量表示為 dyjdxird ˆˆ +=


 

帶入外力與位移微小變化量 ( ) ( )
==

==

++=

1,4

3,2

2 ˆˆˆ4ˆ3

yx

yx

dyjdxijixW  

先完成內積運算 
=

=

=

=

+=

1

3

4

2

2 43

y

y

x

x

dydxxW  

直角坐標的好處就是 x 與 y 之間互相獨立，計算 x 時可以把 y 當作常數 

完成積分運算，可得作功大小     488564
1

3

4

2

3 =−=+= yxW (J) 

 

 

 

圖 7 - 8 繩子將物體拉上半圓柱的上方。 

 

例題 7-7：如圖 7 - 8 所示，一物體(質量m )受繩子的外力抵消重力，並靜止在半徑為 R 的半圓

柱表面上，如用此外力使物體自桌面以等速率運動達半圓柱頂部，試問外力對物體作功為何？(假

設重力加速度為 g ) 

從圖中對此物體的外力分析得知，物體受重力mg 與原柱提供的正向力 sinmg  

外力藉由繩子的拉力 F 與物體重力在圓柱的切線方向分力 cosmg 達平衡 

不論是靜止或是等速率運動都表示 cosmgF = (朝 增加的方向為正) 

由 7.4-1 式計算外力作功為  = FdsW  

注意這裡的位移是圓弧長，因此以ds 計算而不是dx，圓弧長與角度關係為 Rdds =  

R 

m 

 

F 
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改寫作功大小的計算為  ( )=

2/

0

cos



 RdmgW  

積分後整理可得     mgmgW ==
=

=

2/

0
sin



  

 

 

7.5 作功轉換為動能 

 

前面曾經學習到：外力作功可以改變物體運動的狀態-速度，而且藉由作

功可把能量這個媒介傳給物體，此外我們經由推導作功等於外力乘上位移。這

些問題都能夠從功轉動能理論中找到解釋，並且定義出物體運動時所攜帶的能

量-動能-的概念。 

功轉動能理論 

在前一節計算外力作功時我們只把焦點放在外力，並從外力乘上位移求得

功的大小，並沒有考量到物體受外力後會有速度與加速度的改變。現在要把焦

點由外力轉移到物體上，我們重新把 7.4-1 式改寫為以物體為主角的計算，並

試圖找出物體運動狀態的改變。假設物體的質量為m ，在外力 F 的作用下，

力等式為 

maF =  

將此力等式帶回功的積分運算，可得 

 == madxFdxW  

這裡遇到與之前解微分方程式時相同的問題，加速度是位移對時間兩次的微分，

因此要藉由速度(位移對時間一次微分)來做變數的轉換，我們把加速度與位移

的微小變化量分別修正為 

dt

dv
a = , dt

dt

dx
dx =  

則作功的計算修正為 

 === mvdvdt
dt

dv
mvdt

dt

dx

dt

dv
mW  

最後再把始點(位移在 1x 時速度為 1v )與終點(位移在 2x 時速度為 2v )的條件帶

入上式，整理後可得 

2

1

2

2

2

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

mvmvmvmvdvW

v

v

v

v

−=







==   

2

1

2

2
2

1

2

1
mvmvW −=      (7.5-1) 
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由上式得知如果把焦點集中在物體身上，則會發現外力做的功讓物體的運動狀

態-速度-產生變化。再詳細解讀 7.5-1 式，我們不難發現慣性質量是影響外力

作功改變物體運動狀態(速度)的主要角色，同樣大小的功作用在相對慣性質量

大的物體上，則速度改變相對較小。 

動能 

由 7.5-1 式作功轉換成一個與速度有關的新的物理量，此新的物理量在起

點與終點兩個時間點的差即為外力作功的大小，如果在物體速度為零時讓這個

物理量等於零，則這個物理量可以表示為 

( ) 2

2

1
mvvK =      (7.5-2) 

我們稱這個新的物理量為動能，用符號 K 來表示。功與動能都是能量，物體

與環境之間的轉換即由能量作媒介。 

 

例題 7-8：一個質量 6 公斤的物體，在位置為 ji ˆˆ2 − (公尺)時速度為零，在外力 jiF ˆˆ3 +=


(牛

頓)作用下移動到終點位置 ji ˆ2ˆ3 + (公尺)，試計算物體在終點的速度為何？ 

先計算外力作功 

 ( ) ( ) ( )( ) 633ˆˆ2ˆ2ˆ3ˆˆ3 =+=−−++== jijijirFW


(J) 

外力作功造成動能變化表示為 606
2

1 2 ==−= WvK  

可求得速度為   2=v (m/s) 

 

 

7.6 系統位能 

 

對於物體在外力作用下運動的例子，如將物體視為系統，則外力則由環境

提供。外力作功可以轉換成系統(物體)的動能來改變物體的速度，那外力作功

能否當成是一種能量？ 

環境的能量可以從物體在地表上受重力的例子來解釋，物體(系統)受到地

球(環境)提供重力，當我們把物體從高的位置自由落下一段距離後，物體的速

度與動能皆增加，如果在環境中存在有一種能量，則高的位置應該是能量較大，

低的位置則是能量較小，為了計算這個環境的能量大小，我們需對物體施力來

抵消重力，藉此把能量存回物體的環境。 

重力位能 

一質量m 的物體受重力向下，設鉛直向上為 k̂ ，則重力為 
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kmgF ˆ−=


 

如為了將能量儲存回環境轉換成環境的能量，則我們需對物體施力來抵消重力，

施力為 

kmgF ˆ'=


 

如由低處
1y 把物體提高到

2y ，則儲存回環境的能量為 

( ) ( ) ( )  =++==
2

1

2

1

2

1

ˆˆˆˆˆ
z

z

z

z

z

z

mgdzdzkdyjdxikmgrdkmgU


 

( )12 zzmgU −=  

我們把環境的能量稱為位能，用符號U 來表示。 

作功與位能的計算唯一不同點為正、負號，如果外力為 F

，則外力作功

為 

 = rdFW


 

環境儲存的位能為 

 −= rdFU


    (7.6-1) 

當外力對物體作正功則物體獲得動能，而同時外力所在的環境損失位能。 

彈性位能 

另一個例子是彈簧的壓縮與伸長造成物體的運動，如本章第 7.4 節圖 7 - 6

所示，彈簧對物體施予的外力為 

kxF −=  

則彈性位能為 

( ) 2

1

2

2
2

1

2

12

1

kxkxdxkxU

x

x

−=−−=   

如起點位置為彈簧原長(伸長量為零， 01 =x )，則彈簧伸長或壓縮 x長度所儲

存的位能為 2/2kx 。 

 

 

圖 7 - 9 等速運動的物體壓縮彈簧。 

 

例題 7-9：如圖 7 - 9 所示，質量 0.5(公斤)的物體在水平桌面上以速度 1(公尺/秒)在無摩擦力桌面

上滑行，碰撞彈性係數 50=k (牛頓/公尺)的彈簧，並壓縮彈簧直到速度減至 0，試問彈簧壓縮

長度為何？ 
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彈簧壓縮是因為物體的動能轉換成彈簧位能 

物體動能為  ( ) 25.015.0
2

1

2

1 22 === mvK  (J) 

轉換成彈簧位能壓縮距離d 則 25.025
2

1 22 == dkd  

可得到彈簧壓縮的長度為  1.0=d (m) 

 

 

萬有引力位能 

我們知道地表上的重力所造成的重力加速度大小，只有在地表上下高度差

異值不大的位置上才約略可用一個常數向量來表示，而且所謂的重力是指鉛直

向下指向地心的意思。現在把物體在地球上所受的萬有引力，與物體質心至地

心的距離平方成反比、與物體質量m 及地球質量M 成正比的完整式子表示出

來 

r
r

GMm
F ˆ

2
−=


 

其中G 是萬有引力常數， r̂− 代表萬有引力為吸引力，物體在指向徑度的方向

上，而引力在反方向吸引住物體，使物體留在地球表面上。再來利用 7.6-1 式

計算萬有引力位能 

ldr
r

GMm
U











−−=  ˆ

2
 

計算時為了避免符號上的混淆，我們把原本 7.6-1式中的位移微小變化量 rd

改

為路徑微小變化量 ld

，處理萬有引力問題時，我們把座標系統的原點放在球

心位置，因為地球是呈現球對稱的空間分布，對於球對稱的物理問題我們應該

利用球座標系統，而且球座標系統中的路徑變化量，可以分為徑度方向 drr̂ 與

其它兩個角度方向，因為地心引力是沿著徑度方向並與其它兩個角度方向相互

垂直，因此位能的計算可以寫為 

( ) 







−−=

2

1

ˆˆ
2

r

r

drrr
r

GMm
U  

=
2

1

2

r

r

dr
r

GMm
U  

接下來在繼續計算之前，我們想辦法找出地心引力位能的參考位置 1r ，先假設

宇宙間沒有其它星球與恆星的存在，當物體離開地球球心到無窮遠處

( →1r )，地球的引力應該消失且設定在位能為零的位置，則地球萬有引力

的位能可修改成絕對位能的計算，即為 
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( )
1

21

11

r

GMm

r

GMm
dr

r

GMm
rU

rr

−=







−==



  

因此在任意位置與地心距離為 r 的位能為 

( )
r

GMm
rU −=  

 

7.7 保守力與非保守力 

 

接下來我們再進一步的思考，是不是所有的外力都可以找到相對應的位能

呢？可以以向量內積積分計算位能差，即表示有位能嗎？ 

位能是指在一個位置上只有一個純量數值，不因到達該位置的路徑不同而

在同一位置出現第二個位能值。並非所有外力都能找到對應的位能，可以以位

能表示的外力稱為保守力，不能以位能表示的外力稱為非保守力。 

保守力 

保守力即在每一位置上能找到唯一位能的外力，滿足保守力的條件： 

1. 保守力對物體作功，使物體由 A 點位置移動到 B 點位置，且作功的

大小僅與位置有關，與所走的路徑無關。 

2. 保守力對物體作功由 A 點出發，繞任一路徑仍回到 A 點，其所作的

功為零。 

以上兩個條件相同，只需檢視外力是否符合其中任一條件，則此外力即稱

保守力。接下來藉由例題來示範保守力條件的運算。 

 

 

圖 7 - 10 外力積分的路徑圖。 

 

例題 7-10：一質量 4(公斤)的物體受外力 jiF ˆ5ˆ3 +=


(牛頓)作用，從起點 jiri
ˆ0ˆ0 +=


移動

x 

y 

5 

10 

5 10 

1 

2 

3 
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到終點 jirf
ˆ10ˆ5 +=


。(a)請找出三個路徑，檢查此外力作功大小是否相同。(b)試問從起點到

終點位能變化為何？ 

(a) 

先如圖 7 - 10 規劃三個路徑： 

第一個路徑作功為 ( ) ( ) ( ) ( )dyjjidxijiW

ji

ji

ji

ˆˆ5ˆ3ˆˆ5ˆ3

ˆ10ˆ5

ˆ0ˆ5

ˆ0ˆ5

0

+++= 
+

+

+


 

計算出作功大小 655015 =+=W (J) 

第二個路徑作功為 ( ) ( )dtjdtijiW

t

t

ˆ2ˆˆ5ˆ3

5

0

++= 
=

=

 

計算出作功大小 655015 =+=W (J) 

第三個路徑作功為 ( ) ( ) ( ) ( )dxijidyjjiW

ji

ji

ji

ˆˆ5ˆ3ˆˆ5ˆ3

ˆ10ˆ5

ˆ10ˆ0

ˆ10ˆ0

0

+++= 
+

+

+

 

計算出作功大小 651550 =+=W (J) 

此三個路徑作功大小皆相同，即可證外力作功與路徑無關。 

(b) 

位能變化為負的作功 65−=−= WU (J) 

負號代表位能損失而物體動能增加。 

 

 

7.8 保守力與位能 

 

一維運動物體在外力 ( )xF 的作用下，位能的大小為 

( ) ( )−= dxxFxU  

位能U 是由微小變化量 dU 積分而得，因此與外力的關係為 

( )dxxFdU −=  

再將位移的微小變化量移到等號左邊，則外力可由位能計算如下 

( )
( )

dx

xdU
xF −=     (7.8-1) 

由上式可知，保守力可以對位移積分求得位能，位能亦可對位移微分找回保守

力。譬如彈簧(彈性係數為 k )對物體所施的外力為保守力，位能大小為 2/2kx ，

由 7.8-1 式計算可找回原外力大小 

( ) kx
kx

dx

d
xF −=








−=

2

2

 

恰為本章第 7.4 節變力作功中所描述的彈簧外力。 

已知一維座標系統環境的位能 ( )xU 如圖 7 - 11 中的黑色曲線，因位能對
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x微分為位能函數在該位置上的斜率，而外力為此斜率的負值，因此位能函數

上正的斜率表示往 î− 方向的外力，而負的斜率表示往 î 方向的外力。圖 7 - 11

中，在 11=x 位置上位能的斜率為正(紅色直線)，表示此位能對物體作用力為

î− 方向，即把物體推回原點方向；反之在 0x 的範圍位能斜率小於零，外

力為 î 方向又把物體推回原點方向。物體在這隨位移變化的位能中，會受外力

作用在原點附近來回運動。 

 

 

圖 7 - 11 一為座標系統中環境位能與外力之間的關係。 

 

實際上(至少在二維或三維座標系統中)位能的計算是向量內積的積分，因

此要反算找出外力，同學便需要學習從純量 ( )zyxU ,, 得到向量 ( )zyxF ,,


的

計算方法。這樣的計算方法稱為梯度(gradient)計算。梯度計算與物體(系統)所

使用的座標系統有關，這裡會先學習笛卡兒座標系統的梯度運算，在後面靜電

學的章節中，我們會再進一步學習圓柱座標系統與圓球座標系統的梯度運算。 

從位能向量內積的積分算式(7.6-1 式)出發，可以把位能的微小變化量寫為 

rdFdU


−=  

在笛卡兒座標系統中，外力與位移的微小變化量可用分量表示為 

( ) ( )dzkdyjdxikFjFiFdU zyx
ˆˆˆˆˆˆ ++++−=  

dzFdyFdxFdU zyx −−−=  

因直角座標系統的三個軸方向表現出相互垂直及獨立的特性，所以在處理 x 變

數的微分計算時，可以把 y 與 z 變數當作常數，因此得到 

( )
x

zyxU
Fx




−=

,,
, 

( )
y

zyxU
Fy




−=

,,
, 

( )
z

zyxU
Fz




−=

,,
 

因為三軸相互獨立特性，使得全微分運算(符號 d )變成為偏微分運算(符號 )。

因此我們把位能計算外力的梯度運算從新整理為 

z

U
k

y

U
j

x

U
iF




−




−




−= ˆˆˆ


   (7.8-2) 

一般也用梯度符號

來表示梯度運算，把上式更改為 

x 

U(x) 

5 

10 

5 10 

F 
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UU
z

k
y

j
x

iF −=











+




+




−=


ˆˆˆ   (7.8-2) 

梯度符號


(屬於向量分析數學工具的範圍)只表示要作梯度運算，同學不需過

度害怕這個符號。 

 

 

圖 7 - 12 位能與梯度運算的圖解。 

 

我們試圖從圖 7 - 12 來解釋梯度運算，左圖(a)為二維空間中位能的顏色

表示法，為了標示出位能值(圖中的數字)大小的差異，一般以顏色來區分，這

裡我們用深色代表位能值大(高位能)，淺色代表位能值小(低位能)的區域。同

學可以將此圖想像成等壓線圖，中間內圈壓力大、外圈壓力小，應該會產生風

從圓心呈放射線向外吹(圖 7 - 12(b))，這個風就是由壓力的梯度計算出來。譬

如圖 7 - 12(a)中的 A 點位置，在計算梯度運算時，往上的箭頭因位在同一位能

區域，變化量為零，而往右的箭頭跨過不同位能區域所以位能值變化為-10，

從 7.8-2 式的計算更改為變化量的計算方式 

xUFx −= / , yUFy −= /  

注意上式中的負號，把原本負位能值變化(-10)變成正值，因此指向如圖 7 - 

12(b)所示向右方的外力(A 位置的黑色箭頭)。又如圖 7 - 12(a)中的 B 點位置，

在計算梯度運算時，往上的箭頭與往右的箭頭都跨過不同位能區域，且位能值

變化皆為-10，所以我們會得到如圖 7 - 12(b)所示指向右上方的外力(B 位置的

黑色箭頭)。同理可以找出所有放射型向外的外力，或者同學可想像成等壓線

地圖上由中心向外放射吹出的風。 

保守力條件 

在了解位能U 與保守力 F

之間的微分運算關係後，我們還可以重新檢視

第 7.7 節的保守力成立的條件，原本的條件任何路徑之下，外力 F

積分計算所

得到的作功大小必須相同。曉得外力 F

的積分運算是位能U 後，我們可以重

新解釋保守力成立的條件，其實就是在每一個位置 kzjyixr ˆˆˆ ++=


上，有一

個唯一的位能值( ( )rU

或寫成 ( )zyxU ,, )。此外，從外力表示為位能的偏微分

    

10 

20 

30 

40 

50          

10 

20 
30 

40 

50 A 

B 

(a) (b) 

A 

B 
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計算式(如 7.8-2 式所示)，我們還可以找到另一個檢查保守力的方法，即是 

y

U

xx

U

y 






=








 

 → yx F
x

F
y 


=




, zy F

y
F

z 


=




, xz F

z
F

x 


=




 

從符號運算式中，可以瞭解到是因為我們選擇的笛卡兒座標系統，座標軸與軸

之間互相垂直，彼此獨立運算不相干擾，因此偏微分的計算可以先後對調，而

有了先後對調的計算後，就可以找到檢查外力 F

是否為保守力的計算方式。 

 

7.9 位能圖與系統平衡 

 

在處理物理或是化學問題，我們常常會看到位能隨物體位置變化的圖形，

且從位能圖可以判斷出物體(系統)是否能穩定待在這個位能〝環境〞。譬如要

探索兩個原子的鍵結問題，我們把其中一個原子當作系統，另一個原子當作環

境，計算出在不同距離下，這個環境對系統吸引或排斥的力量，並計算出位能

大小，藉由位能值可判斷出兩原子是否可鍵結，若可鍵結還可計算出鍵結時兩

原子間的距離。這時如果知道物體的總能量，甚至能判斷出物體是否能持續待

在環境，或因能量高而離開這個位能的環境。我們先從位能與外力間運算的關

係（以下三種圖示），了解何種位能可提供物體穩定的環境。 

 

 

圖 7 - 13 三種不同的位能圖。 

 

幾種典型的位能圖如圖 7 - 13 所示，從位能轉換成外力的關係

dxdUF /−= 來判斷，在圖(a)中當物體(系統)在原點( 0=x )附近時，在原點

右邊位能斜率為正值代表外力向左，原點左邊斜率為負值代表外力向右，這樣

的位能我們將它比喻成吃飯用的碗，而物體(系統)像是彈珠被困在碗底，輕輕

搖晃一下碗只會讓彈珠稍微滾動但不會離開碗底。而圖(b)與圖(a)相反，好像

是把碗倒置過來再把彈珠放到頂部，稍微搖晃一下彈珠就從倒置的碗頂部滾落

至底部。圖(c)的位能圖亦顯示物體自原點向左側運動會離開這個位能環境，

(a) (b) (c) 

x 

U(x) 

x 

U(x) 

x 

U(x) 
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而向右側運動則會穩定的停留在原點附近。對於前述三個位能圖，我們知道物

體在原點附近所受外力都為零，也就是達到靜力平衡，但在有其它外力擾動的

情況下，只有圖(a)位能能持續讓物體停留在原點附近，提供穩定的平衡。要

確認位能在某位置外力是否為零，及此位置是否可提供穩定的平衡，我們可由

位能對位置的一次微分與二次微分值來判斷，我們將在後續例題中示範檢測位

能的靜力平衡計算。 

 

例題 7-11：假設物體在 axa − 範圍內受一環境外力，且外力所屬的位能為

( ) 








−
+

+
−=

xaxa
bxU

11
，其中a 與b 為正實數的常數。試問(a)外力隨位置變化的函

數(b)外力為零的位置(c)在外力為零之位置是否穩定平衡？ 

(a) 

位能對 x 微分計算外力 ( )
( ) ( ) 
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22
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xaxa
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(b) 

外力為零的位置為 ( ) 00 =xF ，即

( ) ( )
0

11
2

0

2

0

=














+
−

− xaxa
b  

可整理為  ( ) ( ) 0
2

0

2

0 =−−+ xaxa 則  

即在 位置上，外力為零。 

(c) 

利用位能對 的二次微分，找出在 位置的值，若值大於零即表示穩定。 
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表此位置為不穩定的平衡。 

 

 

00 =x

00 == xx

x 0xx =

( ) ( ) 



























+
−

−
−=

222

2 11

xaxa
b

dx

d

dx

Ud

( ) ( ) 













+
+

−
−=

332

2 22

xaxa
b

dx

Ud

00 == xx



 

~ 20 ~ 

 

圖 7 - 14 兩原子鍵結的位能示意圖。 

 

我們可由位能圖了解環境本身是否有靜力平衡位置？位能是否穩定平衡？

還能結合物體總能量來判斷是否能穩定存在此環境中。譬如把一原子當作環境

放在原點位置，提供如圖 7 - 14(a)的紅色曲線位能圖，右邊橘色球所代表的原

子為系統，受原點位置的原子(左邊橘球)所提供位能影響。而我們從位能變化

觀察到當兩原子距離 0rr = 時，外力為零，大於這個距離為吸引力，小於這個

距離則為排斥力。圖 7 - 14(b)把系統(右邊橘球)的總能量(
1E 或

2E ，平行於零

位能軸線的黑線)標示出來，當系統能量為
1E 時，系統碰撞環境後離開，表示

沒有產生鍵結；如系統能量為
2E 時，即系統能穩定存在此環境位能，表示兩

原子產生鍵結。同學未來在進階的物理與化學課程裡，會經常遇到使用類似的

位能圖與系統總能量來解釋兩物體間的交互作用。 
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